Capitulo VI. Algebra vectorial

Objetivo: El alumno aplicara el algebra vectorial en la resolucion de problemas
geomeétricos.

Contenido:
6.1. Cantidades escalares y cantidades vectoriales. Definicion de segmento
dirigido. Componentes escalares.
6.2. Concepto de vector como terna ordenada de numeros reales, mdédulo de un
vector, igualdad entre vectores, vector nulo y unitario, vectores unitarios i, j, k.
6.3 Operaciones con vectores: adicion y sustraccion de vectores.
6.4. Multiplicacion de un vector por un escalar. Propiedades de las operaciones.
6.5. Producto escalar y propiedades.
6.6. Condicién de perpendicularidad entre vectores.
6.7. Componente escalar y componente vectorial de un vector en la direccién
de otro.
6.8. Angulo entre dos vectores y cosenos directores.
6.9. Producto vectorial, interpretacion geométrica y propiedades.
6.10. Condicion de paralelismo entre vectores.
6.11. Aplicacion del producto vectorial al calculo del area de un paralelogramo.
Producto mixto e interpretacién geométrica.
6.12. Curvas en el espacio. Representacion cartesiana, paramétrica y vectorial.
6.13. Representaciéon cartesiana, paramétrica y vectorial de las cénicas.

Sistema cartesiano tridimensional

Se divide en ocho octantes, cuatro superiores y cuatro inferiores.

zZ zZ V4 V4
~ 2 :
X ! X ! X ! X !

Primer octante Segundo octante Tercer octante Cuarto octante
P(X, Y, 2) P(-X,Y,2) P(-X,-Y, Z) P(X,-Y,Z)
z Z z z
X ! X o7 X ! X !
Quinto octante Sexto octante Séptimo octante Octavo octante

P(X,Y,-Z) P(-X,Y,-Z) P (-X,-Y,-Z) P(X,-Y,-Z)



6.1. Cantidades escalares y cantidades vectoriales.

segmento dirigido. Componentes escalares

Escalares: magnitud
Cantidades
Vectoriales: magnitud y direccidn (sentido)

Representacion geométrica de un vector
Se realiza a través de un segmento dirigido

B(b1,b2,bs)

AB=(b1-a1.bz-azbs-a3)

A(a1,az,as)

Definicion de

Ejemplo: Determinar el valor del vector representado por el segmento dirigido AB, si

se conocen los puntos A(3,2,1) y B(-5,7,9).

AB =(-5-3, 7-2, 9-1)=(-8, 5, 8)

Componentes escalares de un segmento dirigido sobre

coordenados

los ejes

Un vector en el espacio de coordenadas cartesianas tridimensional queda definido
analiticamente a través de una terna ordenada de nUmeros, que representan las

proyecciones del vector sobre los ejes X, Y y Z respectivamente.

z
b

as

a=(ai,az,as)

a2




6.2. Concepto de vector como terna ordenada de numeros reales,
moddulo de un vector, igualdad entre vectores, vector nulo y unitario,
vectores unitarios i, j, k

El vector como terna ordenada de niumeros reales

Un vector pude tener mas de tres dimensiones, aunque su representacién geométrica
quede limitada a los vectores tridimensionales.
Para un vector @ de dimensidon n tenemos que: a =(ai, az, ..., an)

Vector de posicion

Para el punto A de coordenadas

A(ai,az,a3), perteneciente al espacio A
cartesiano tridimensional, su vector de
posicién serd el vector a=(ai, a2, as),
formado por la misma terna de numeros a=(a1,az,as)
del punto que representa.

A(a1,az,as)
Cualquier punto siempre tendrd su a
representacion vectorial a través de su
VECTOR DE POSICION.
Y

Modulo de un vector

Al hablar de modulo, nos referimos a la magnitud o tamafio del vector.

Si tomamos como referencia la figura de la Z
derecha, al aplicar el teorema de Pitagoras ‘
sobre el tridngulo rectdangulo OCB
contenido en el plano XY, tenemos que:

OB? =0C? + CB? = a,° + ay2

Posteriormente al aplicar el mismo
teorema sobre el tridangulo OBA, tenemos:

3 - OA = 0B? + AB® = [a? + ay% + a3

wlal = \/alz +ay% +as?

Ejemplo: Demostrar que los puntos A(7, 5), B(2, 3) y C(6,-7) son los vértices de un
tridangulo rectangulo.



Igualdad de vectores

Dos 0 mas vectores son iguales, si tienen la misma magnitud y direccién.
Un vector no se altera si se mueve paralelamente a si mismo, como se muestra en la
siguiente figura.

C(1,0,5)

B(-2,-3,2)

A(3,3,3)

—_— E(4,1,1)

— Y

D(1,-2,-2) G(5.7.0)

X

Vector nulo
0 =(0, 0, ..., 0) (Vector nulo o vector cero)

Vector unitario

Para un vector cualquiera a = (a1, az, ..., an) €l vector unitario de a estara dado por:
— a ap dp 1
au= (TITI"-/T)= f(a1, az, ..., an)

\a a a‘ \a\

Para un vector en el espacio de tres dimensiones, tenemos:
- a a, a 1
au= (TI,TZ,T3)= f(al, az, a3)
‘a a a‘ ‘a‘

_ , . 1

a y au tienen la misma direccidon y sentido ya que ﬁ >0
a

Ejemplo:

Obtener el vector unitario del vector a:

Si a= (-4,2.2,-1).

a= 42 @2 (1 - i6+8:1-35-5 ~au= (4,22, 7Y

Vectores unitarios i, jy k

i=(1,0,0),7=(010), k=(0,0,1) son los vectores unitarios en direccién de los ejes X, Y y
Z respectivamente. El vector a= (ai, a2, as), se puede representar en su forma trindmica
como: a=aii + azj + ask



6.3 Operaciones con vectores: adicion y sustraccion de vectores.
Operaciones con vectores

Podemos realizar las siguientes operaciones sobre cualquier vector de dimensién n.

. Adicién y sustraccion.

. Multiplicacién por un escalar.
. Producto escalar (punto).

. Producto vectorial (Cruz).

. Producto mixto.

u b wWNH

Adicion y sustraccion de vectores

Sean los vectores a = (ai, az, ..., an) y b= (b1, b2, ..., bn), el vector a +b se obtiene
sumando de forma ordenada cada una de las componentes de los vectores ay b.

a+b = (ai+ b1, az+ bz, ..., an+ bn)

Para poder realizar la adicién o sustraccién de vectores éstos deben ser de las mismas
dimensiones.

Interpretacion geométrica de la suma y diferencia de vectores

b

Método del paralelogramo Método del triangulo

6.4. Multiplicacion por un escalar
Si 2 e R, entonces La = A(a1, az, ..., an)= (rai, Aaz, ..., A an)

Propiedades de la multiplicaciéon por un escalar
Siay AeR vy a, b son dela misma dimensidn:
1) r(a+ b)y=nma+nb

2) (M +r2)a =rm a+ra

3) (M A2)a=r(r2a)

4) |mal = |nlla|
50a=0;1a=a;-1la=-a;-0=0



Si A>1: Vector paralelo con la misma direccion y de mayor tamafio
Si 0<A<1: Vector paralelo con la misma direccion y de menor tamafio
Si -1<)<0: Vector paralelo con direccién opuesta y de menor tamafo
Si A<-1: Vector paralelo con direccién opuesta y de mayor tamano

6.5. Producto escalar de dos vectores
Sean los vectores a = (ai, az, ..., an) Y b = (b1, bz, ..., bn)

_ n
aeb= Yaib, =aib; +axby +...+apb,
k=1

Propiedades del producto escalar

Dados los vectores a, by cy el escalar A, se cumple que:

1. 3eb=bHe

25F+E) 55 aec

3. (la)eb=A(aeb)

4.a-a >0; Sia#0 ; a-a= |al?

6.6. Condicion de perpendicularidad entre vectores

Dos vectores a y b son ortogonales siy sélosi aeb=0

Ejemplo: Determinar si los vectores dados en cada inciso son ortogonales.
a) u=(50-4), v=(4,-3,5)

b) a=(4,2,-2), b=(80,10)
0 A=(21-1), p=(-13, -9

6.7. Componente escalar y vectorial de un vector sobre otro

6.8. Angulo entre dos vectores

8}
ol

;donde 0° < 0 < 180°

cosO =

QI

=l

Ejemplo:



Angulos y cosenos directores de un vector

Los angulos directores de un vector a, son los angulos o, B Yy vy que respectivamente
forma el vector a con los vectores unitarios i, j y k.

a; B a; as
a = ang cos— = ang cos— , Y = ang cos—
lal ’ lal ’ |al

Cosenos directores

Son los cosenos de los angulos directores.

a3 ’,
cosy = — ; ademads cos?a + cos?f + cos’y =1

|al

cosa =— , cosf =—
lal ’ lal ’

6.9. Producto vectorial, interpretacion geométrica y propiedades

Soélo es aplicable a pares de vectores
I S
axb = |a;, a, as| = (aybs—ashy)i— (ab; — ashy)j + (a;b, — ayb)k
by b, by

Al realizar el producto cruz se obtiene un tercer vector ortogonal a los vectores @ y b.
Propiedades del producto vectorial
1. axb = —(bxa). Anticonmutatividad
2. ax(b + ¢) = (axb) + (axc). Distributiva por la izquierda
3. (b + ¢)xa = (bxa) + (¢xa). Distributiva por la derecha
4. |axb| = |al|b| send; 0° < 6 < 180°
6.10. Condicion de paralelismo entre vectores
laxb| =0

6.11. Aplicacion del producto vectorial al calculo del area de un
paralelogramo. Producto mixto e interpretacion geomeétrica

o

o]



Producto mixto

Definicién: dados tres vectores cualesquiera a b y ¢, el producto mixto se define como
el escalar:
la b ¢l=a- bxc

Se cumple que el resultado del producto mixto no se altera al cambiar ciclicamente el
orden de los vectores (se intercambian en el determinante los renglones un par de
veces), esto es:

[a b él=a-bxc= b-¢cxa= ¢-axb

Volumen de un paralelepipedo.

Se obtiene a través del producto mixto de tres vectores concurrentes en un mismo
vértice y que son aristas del paralelepipedo.

[@ b él=a-bxc= b-cxa= ¢-axb

6.12. Curvas en el espacio, representacion cartesiana, paramétrica y
vectorial

Ecuacion vectorial

La ecuacion vectorial de una curva es una regla matematica que indica el desplazamiento
de un vector de posicidén para que su extremo barra la curva en toda su longitud.

El parametro permite realizar el barrido sobre toda la longitud de la curva.

Para representar vectorialmente a una curva, se requiere de un solo parametro.
Para representar vectorialmente una superficie, se requieren de dos.

Matematicamente, se define de manera vectorial a una curva de la siguiente manera:
C:r=x@®)i+y@®)j+z(@)k

Ecuacion paramétrica

x =x(t)
C: 4y =y(t)
z = 2z(t)

Intervalo paramétrico
Es el conjunto de valores del parametro (t), para los cuales esta definido el vector 7.

Intervalo Paramétrico = {t|t € dx Nndy Ndz}

Donde dx, dy y dz, son los dominios de las funciones x(t), y(t), z(t), respectivamente.



Ej. 1. Obtener la ecuacion vectorial, las correspondientes paramétricas, el intervalo
paramétrico y la ecuacién cartesiana de la curva descrita por un punto cuya abscisa sea
tres y su cota el doble del coseno de su ordenada.

Ej. 2. Obtener una ecuacion vectorial, las correspondientes paramétricas, el intervalo
paramétrico y la ecuacion cartesiana de la curva descrita por un punto cuya ordenada
sea el cuadrado de la suma de su abscisa mas cuatro y su cota sea menos cinco.

x=t
C:r=ti+({t+4)% -5k C:ly=(@{+4)>*%t€R; z=-5y=(x+4)?
z=-5

Ej. 3. Obtener una ecuacion vectorial, las correspondientes paramétricas, el intervalo
parameétrico y la ecuacién cartesiana de la curva descrita por un punto cuya abscisa
sea tres mas o menos la raiz cuadrada de veinticinco menos el cuadrado de su cota y
su ordenada sea 7.

B x=3++25- 2
C:F=(3+25-12)i+7j+th C y=7 =55t <5; x=3%25-22

z=t
Finalmente, la ecuacién cartesiana queda como:

(x — 3)? + z% = 25, Circunferencia C(3,7,0),7r = 5

Ej. 4. Obtener una ecuacién vectorial, las correspondientes paramétricas, el intervalo
parameétrico y la ecuacidn cartesiana de la curva descrita por un punto cuya cota sea el
doble de la suma de dos mdas o menos la raiz cuadrada de nueve menos el cuadrado de
su ordenada y su abscisa sea 4.

x =4

Cr=4i+tj+2(229-t7) ks C z=2(;}-l_-=t9—t2);_3St <3; z=2(2+/9-)?)

Finalmente, la ecuacién cartesiana queda como:

(z - 4?

2
y .
—=1FE 4.0,4). = =
36 +9 ,Elipse C(4,0,4).Cona =6,b =3



6.13. Ecuaciones paramétricas y ecuacion vectorial de las coénicas.

Circunferencia
Considerando una circunferencia de radio "r" y centro en C(h, k):

C: {(x—h)2 + @y —k)?=r?
Z = cte

x—m\2  y—k\’
( " ) +< " > = 1; Utilizando la identidad: sen®*0 + cos?0 = 1

x—h

r

=senf ;x = h+r senf

y—k
Tzcose;y=k+r0059

Finalmente podemos escribir a la ecuacion paramétrica como:

y=k+rcosf

x = h +r senf
C:
z = cte

Elipse
Considerando la ecuacién cartesiana de una elipse con centro en C(h, k), eje mayor
paralelo al eje x, y paralela al plano xy :

a? bz 1
z = cte

_ 2 _ 2
. {(x M o=k _

2 2

x—h y—k . . .
( ) +< 5 ) = 1; Utilizando la identidad: sen®0 + cos?0 = 1

x—h

a

=senf ;x = h + a senf
y—k

- - - b -7 ’ -
Finalmente podemos escribir a la ecuacion parametrica como:

= cos0 ;y =k + b cosb

y =k + bcosb

x = h + a senf
C:
z = cte

Hipérbola

Considerando la ecuacién cartesiana de una hipérbola con centro en C(h, k), eje focal
(transverso) paralelo al eje x, eje imaginario (conjugado) paralelo al eje y, y paralela
al plano xy :

a? bz 1
Z = cte

[(x —? kP
C: -

x—h\*  y—Ik\}
( " ) —< 5 ) = 1; Utilizando la identidad: sec?0 — tan?6 = 1



x—nh
a

= secl ;x = h + a secf

k

Y =tanb;y =k + b tan6

c‘ ‘

Finalmente podemos escribir a la ecuacion paramétrica como:

x =h+ asect
C:yy =k+btanf
Z = cte



