Capitulo 4. La derivada y aplicaciones

Objetivo: El alumno aplicara la derivada de una funcion real de variable real en la resolucién de
problemas.

Contenido:

4.1.Definicidon de la derivada de una funcidn en un punto. Interpretacién fisica y geométrica.
Notaciones y calculo a partir de la definicién. Funcién derivada.

4.2.Derivacién de la suma, producto y cociente de funciones. Derivacion de una funcidn elevada a
un exponente racional. Derivacién de una funcidn elevada a un exponente real y a otra funcién.

4.3.Derivacién de la funcién compuesta. Regla de la cadena. Derivaciéon de la funcién inversa.

4.4.Derivacién de las funciones trigonométricas directas e inversas. Derivacién de las funciones
hiperbdlicas directas e inversas.

4.5. Definicién de derivadas laterales. Relacion entre derivabilidad y continuidad.

4.6.Derivacion de funciones expresadas en las formas implicita y paramétrica.

4.7.Definicidn y cdlculo de derivadas de orden superior.

4.8.Aplicaciones geométricas de la derivada: direccidn de una curva, ecuaciones de la recta
tangente y la recta normal, dngulo de interseccion entre curvas.

4.9. Aplicacion fisica de la derivada como razén de cambio de variables relacionadas.

4.10. Conceptos de funcion diferenciable y de diferencial, e interpretacién geométrica. La
derivada como cociente de diferenciales.



4.1. Definicion de la derivada de una funcién en un punto. Interpretacidn fisica y geométrica.
Notaciones y calculo a partir de la definicidn. Funcién derivada.

Se llama derivada de una funcién en el punto x0, al valor del limite de la razén de cambio de la
variable dependiente con respecto de la variable independiente, cuando el incremento de la
variable independiente tiende a cero.
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Esto nos indica que la derivada se puede emplear para conocer la pendiente de la recta tangente a
una curva en un punto en particular, cuando conocemos la funcién de la curva.
Interpretacion fisica

Ej. Sabemos que la velocidad de un cuerpo en movimiento rectilineo uniforme es la relacién de la
distancia recorrida entre el tiempo empleado para hacerlo.
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En esta expresidon, estamos comparando la distancia entre dos puntos diferentes para valores

diferentes de tiempo, por lo que en realidad estamos calculando una velocidad promedio
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Si a esta velocidad promedio le aplicamos el operador limite cuando At tiende a cero, obtenemos
un concepto conocido como velocidad instantanea, que es la velocidad de un cuerpo en un
momento en particular.
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Esto nos indica que la derivada se puede emplear para conocer la velocidad instantanea del
movimiento de un cuerpo en un momento en particular, cuando conocemos la funcién del
movimiento.

Notacidn de Derivadas
La notacion de derivadas se ha desarrollado en términos de cdmo la interpretaron los distintos
matematicos, siendo las mas usuales:

Autor Notacion Interpretacion

Lagrange f'(x) y' La derivada es una nueva
funcién

Cauchy Dyf(x) Dyy La derivada es un operador
lineal

Leibniz d dy La derivada es un cociente de

af(x) dx diferenciales

Newton f(x) y La derivada es una nueva

funcién

Calculo a partir de la definicion
Ej. Obtener el valor de la derivada de la funcién f(x)=x? en el punto P(2 ,4)

De la definicién de derivada
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Al evaluar en la funcion, esto se desarrolla en
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Este desarrollo se conoce como “Método de los cuatro pasos” para resolver derivadas, y no es mas
que resolver el limite de la definicion eliminando la indeterminacion.

Ej. Obtener el valor de la derivada de la funcién f(x)=x* en el punto P(x ,y)

De la definicion de derivada
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Al evaluar en la funcion, esto se desarrolla en
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Funcion Derivada

Es la funcidn que se obtiene después de aplicar el operador derivada a una funcién, y el dominio de
la funcién derivada estard determinado por todos los valores donde la funcidn original es derivable,
es decir, donde existe el limite de la definicion.

flx+Ax) — f(x)
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f16 = fim,

1. Si una funcioén tiene derivada en un punto de su dominio, se dice que es derivable en él.
2. Si una funcidn tiene derivada en todos los puntos de un intervalo abierto, entonces se dice que
es derivable en ese intervalo.

El dominio de la funcién derivada siempre serd un subconjunto del dominio de la funcién que le dio
origen
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4.2. Derivacion de la suma, producto y cociente de funciones. Derivacion de una funcion elevada
a un exponente racional. Derivacién de una funcidn elevada a un exponente real y a otra funcion.

A continuacién, se muestran las reglas de derivacién algebraica mas comunes, escritas en notacion
de Leibniz y Cauchy.

Reglas de derivacidn algebraica
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Ej. Obtener las siguientes derivadas

1
1.y:3x3—§x2+5x+7
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5.y = —2x>(5x% + 3x — 7)?
6.y = +4x2 -5x+1
1-—-3x
7.y = + (8x — 5)*




Reglas de derivacién exponenciales y logaritmicas
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Ej. Obtener las siguientes derivadas

l.y=x+Inx
2.y=xe*
In x
3.y= p
4y: 24x
5.y =el™>*

8. y= (4x2)%
9. y = logs 3x?2
10. y = 32x2+x—5

4.3. Derivacion de la funcion compuesta. Regla de la cadena. Derivacidn de la funcidn inversa.
Derivacion compuesta (Regla de la cadena)

En el Capitulo 3 (funciones), estudiamos una funcién la cual puede ser el resultado de la composicion
entre otras dos funciones (funcién composicion, (f o g)(x) = f(g(x)) ).

Eji. Si (feg)(x)=+V2x+5 donde f(x)= ,/g(x)yg(x)=2x+5. Esto también puede
escribirse comoy = f(u) = Vu dondeu = 2x + 5

Si se requiere derivar a y con respecto de x, aun cuando sabemos que y estd en funcién de u.



La derivacion compuesta es el mecanismo que permite derivar a la funcién y = f(u) con respecto de
la variable u como si esta fuera la variable independiente, para después multiplicar este resultado
por la derivada de u con respecto de x.

D.v =D D _dy_dy du
Y= Py BN 4y T du dx

Esto permite dos cosas:
1) Generalizar las férmulas de derivacién usando el argumento genérico u
2) Simplificar algunos calculos con derivadas para funciones con varias dependencias ligadas

Ej. Obtener la derivada de la funcion f(x) = V2x + 5 através de la regla de la cadena

1
DyWu=——; D,(2x+5)=2; ~Dyy =D,y -Dyu = ——
34 2
) a través de la regla de la cadena

Ej. Obtener la derivada de la funciény = (

x2+3
2
Ej. Obtener la derivada de la funcién y = /lex a través de la regla de la cadena

Ej. Obtener la derivada de la funcion y = 1/ (3x% + 1) — 2 a través de la regla de la cadena

Derivacion de la funcion inversa

El procedimiento natural para obtener la derivada de la funcién inversa de y = f(x) es:
1) Determinar si la funcién admite inversa

2) Obtener la inversa

3) Encontrar su derivada

También podemos emplear el siguiente teorema:
Si y = f(x) admite inversa con D,y # 0, entonces se cumple que:
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Es decir, la derivada de la funcidn inversa es el inverso multiplicativo de la derivada de la funcidn

o, .n o, ,n

directa (cambiando ademas “y” por “x”).

Ej. Derivar la funcién inversa de f(x) = 4x -8

. . Lo x—5
Ej. Derivar la funcién inversa dey = -

2x+3
x—1

Ej. Derivar la funcién inversa dey =



4.4. Derivacion de las funciones trigonométricas directas e inversas. Derivacidn de las funciones
hiperbdlicas directas e inversas.

Reglas de derivacidn de funciones trigonométricas directas e inversas

D,senu = cosu D,u

D, cosu = —senuD,u
D, tanu = sec?u D,u
D, cotu = —csc?u D,u
D, secu = secutanu D,u
D, cscu = —cscucotu D,u
D D,u
ang senu = ——
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* V1 —u?
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Reglas de derivacidn de funciones trigonométricas hiperbdlicas directas e inversas

D,senhu = coshu D,u
D, coshu = senhu D, u
D, tanhu = sech?u D,u

D, cothu = —csch?u D,u
D, sechu = —sechutanhu D,u
D, cschu = —cschucothu D,u
D,u
D,ang senhu = ———
111)2 +1
u
D.ang coshu = ——— ;u>1
B!
u
D,ang tanhu = 1D_xu2 ;—l<u<1
u
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D h O gcu<t
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xang uvl —u?
—-D,u

D,ang cschu =

——;u#0
lulvu? +1



Ej. Obtener las siguientes derivadas
1. y = sen(x? + 3)
2. y = cos?3x
3. y =tanvVv2x
4. y = cot(x + 1)?
5. y = ang sen/x
6. y = ang cose*
7. y = 4 senh x coshx
8. y = 2seche*
9. v — cos x
LY==

10. v = cos 4x

Y T T Tsen 4x

4.5. Definicidn de derivadas laterales. Relacidn entre derivabilidad y continuidad.

Como se vio en el tema de limites, en ocasiones necesitamos trabajar con limites en los extremos
de una funcién o en cambios de regla de correspondencia, lo que dio origen a los limites laterales.

En las derivadas ocurre de la misma manera, ya que al ser ésta un limite, también la podemos
manejar de manera lateral, con lo que definimos a continuacién:

Derivada lateral por la izquierda

FG)= lim fx+Ax) - f(%)
O T,

x—0" Ax

Derivada lateral por la derecha

, - fx+Ax) - f(®)
Flt = lim, Ax

Si para un punto en particular, las derivadas laterales existen y son iguales, decimos que la derivada
completa existe.

fl 5 (x0) = f' (o) = f¥0) existe

Pero, si las derivadas laterales son diferentes en un mismo punto, significa que la derivada en ese
punto no existe, porque no cumple el teorema de unicidad de los limites.

F' (o) # f' 4y (o) = f'0) o existe

Existe una relacidn directa entre continuidad y derivabilidad. De hecho, una funcién solo serd
derivable cuando sea continua.



Hovo Asintota vertical Salto Punto fugado

Si la funcidn no es continua, entonces no es derivable.

Sin embargo, aunque la funcién sea continua, esto no asegura que sea derivable.

b4
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Funcion NO derivable en x=2

En esta ilustracidon se observa que la funcién es continua puesto que nunca se interrumpe, sin
embargo, cuando x=2 presenta un cambio brusco en su direccidn, indicando que no es derivable en
ese punto. Esto ocurre porque las derivadas laterales en el punto son diferentes, por lo que el
teorema de Unicidad de los limites no se cumple.

De ahi surge el siguiente teorema: “Si una funcion es derivable, entonces es continua”

2

Funcion derivable



4.6. Derivacion de funciones expresadas en las formas implicita y paramétrica.
Derivacion en forma implicita

En las funciones implicitas, la variable dependiente no se encuentra despejada, por lo que al
derivarla estamos obligados a aplicar la regla de la cadena.

Entonces, podemos derivar a la variable dependiente y como si se tratarda de la variable
independiente x, pero al hacerlo, tendremos que multiplicarla por y’

Ej. Derivar 2x°-x = 3y*+2y+8
Derivacion en forma paramétrica

Dada una funcidn en forma paramétrica de la forma:

x=f(0)
()|
f y=g()
: - Dy D W_dy d
Al derivar y aplicar la regla de la cadena D,y = D,y - D,t ; x4t L
D dy
Aplicando el teorema de derivacién inversa D, t = - D,y= - - d
Dx D.x ox
Ej. Obtener las siguientes derivadas
x=2t>—t
1. f(x): {
X =4cost
2. f(x): {y — 3sent
4.7. Definicidn y calculo de derivadas de orden superior.
Derivada | Lagrange | Cauchy Leibniz | Newton
12 f'x)y" | Dxf(x) Dxy ay | feoy
dx
22 frx)y" | DEf(x) Dty ﬂ fx)y
dx?
32 Uy | DRf) Dy | By | f)y
dx3
42 f@(x) y® | Df(x) D<*y | d*y | Nolausa
dx*
na f(x) y" | Darf(x) Dsmy | d"y | Nolausa
dx™




Derivadas de orden superior
Ej. Obtener la primera, segunda y tercera derivada de la funcién f(x) = 2x3-x*+3x-4
Ej. Obtener la primera, segunda y tercera derivada de la funcién f(x) = sen(x) cos(x)

Ej. Obtener la primera y segunda derivada de la funcién f(x) = In(5x%+1)

Derivadas de orden superior para funciones implicitas

Ej. Obtener la primera, segunda y tercera derivada de la funcién 2x +xy =5 -y

Derivadas de orden superior para funciones paramétricas

Ej. Obtener la primera, segunda y tercera derivada de la funcién:

X = 2sent
f(): {y = —cost
Si se considera que:
dy d (dy
dy gt d’y dt (dx)
A Y Ge T ax
dt dt

4.8. Aplicaciones geométricas de la derivada
Se utilizara la derivada para determinar:
a. La pendiente de la recta tangente en un punto dado
b. Los puntos de una curva donde su recta tangente es:
e Paralela a una recta conocida
e Perpendicular a una recta conocida

c. Las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a una curva en un punto dado

d. El dngulo de interseccién entre dos curvas

4.8.a. Pendiente de la recta tangente en un punto dado

La pendiente de la recta tangente en un punto dado se calcula, evaluando la derivada de la funcion
en el punto requerido (xo), es decir:

m = f'(xo)



Ej. 1. Determinar la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) en el punto P(2,-1), si:
fx)=-14+9—(x—5)?

dy ~ —(x—5)

dx  J9— (x5

3
;f’(2):6—>00;m:tan9—>oo .~ 0 =angtanoo = 90°

Ej. 2. Determinar la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) en el punto P(-1,-2), si:

flx)=x?-3

d
% =2x; f'(-1)=m=-2. 0 =angtan—2 = —63.43°+ 180° = 116.57°

Ej. 3. Determinar los dngulos que forman con el eje x las tangentes a la curva
(x—4)?%+y2=4y=>0

En los puntos P(2,0), Q(3, \/§), R(4,2)

Ej. 4. Determinar la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) en el punto de abscisa x=-1, si:

(x=—-2cos%6
f(x)'{y = 3cosf

4.8.b. Puntos de una curva donde su recta tangente es paralela a una recta conocida

Ej. 1. Determinar los puntos en los que las tangentes a la curva de ecuacion
x> 3x* 11x3

2.2
52+3 3x

Son paralelas al eje x.

Ej. 2. Determinar los puntos de la curva de ecuacién

Donde la tangente es paralela a la recta de ecuacién

2x—5y—-5=0

Ej. 3. Obtener la ecuacién de la parabola y=x*+bx+c que es tangente a la recta y=x en el punto P(1,1)



4.8.b. Puntos de una curva donde su recta tangente es perpendicular a una recta conocida
Ej. 1. Determinar los puntos de la curva de ecuacién

yZ — 2x3
Donde la tangente es perpendicular a la recta de ecuacion

4x—-3y+3=0

4.8.c. Ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a una curva en un punto dado

Conceptos previos:

— 1 —
my=-—— Y~ Yo = m(x — Xo)
T
Ej. 1. Determinar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva de ecuacién
y=2x>—-5x+6

En el punto P(2,4)

Ej. 2. Determinar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva de ecuacién

y= —1\/4—x2

2
En el punto P(+/3, —%)

4.8.d. Angulo de interseccién entre dos curvas

Conceptos previos:

Mmp—mq )
1+m2m1

6 = ang tan(

Ej. 1. Determinar el dngulo de interseccién que forman al cortarse las curvas:

a. Se encuentran los puntos de interseccién
b. Se obtienen las pendientes de las rectas tangentes en los puntos de interseccion
c. Se obtiene el angulo de interseccidn entre las rectas



Ej. 2. Demostrar que la elipse 2x2 + y? = 6 y la pardbola y? = 4x se cortan en un dngulo recto, es decir,
son curvas ortogonales.

Ej. 3. Determinar el angulo agudo de interseccién que forman al cortarse las curvas:

4.9. Aplicaciones fisicas de la derivada

Ej. 1. Una escalera de 3m de longitud esta apoyada sobre un piso horizontal y contra un muro
vertical. En cierto momento, empieza a caer y se desliza sobre el suelo. Si el extremo inferior de la
escalera se aleja del muro a una velocidad de 1.20 m/s ¢A qué velocidad desciende el extremo
superior, en el instante en que su altura sobre el nivel del suelo es de 2.40m?

Ej. 2. Una placa metalica de forma circular por efecto del calor aumenta su radio con una rapidez de
cm . / . . .
O.OZ[T]. Calcular la rapidez con la que aumenta su drea en el instante en el que el radio mide 20

[cm].

Ej. 3. Una l[dmpara en un poste se encuentra a 4 [m] de altura sobre una banqueta horizontal. Una
persona de 1.8 [m] de altura camina alejandose del arbotante a una velocidad de 1.375 [m/s], éa
razon de cuantos m/s crece su sombra?

Ej. 4. Un papalote esta a 3 [m] de altura sobre el nivel del suelo y se aleja horizontalmente a una
velocidad de 10 [m/s] del nifio que lo sostiene. ¢A qué velocidad esta soltando la cuerda el nifio,
cuando la distancia entre éste y el papalote es de 5 [m]?

Ej. 5. El lado de un tridangulo equilatero mide 12 [cm]. Si aumenta a razén de 1.5 [cm/h], éa razdn de
cudntos [cm?/h] aumenta su area?

Ej. 6. Un tanque en forma de cilindro circular recto de 4 [m] de radio y 12 [m] de altura se esta
llenando de agua a razén de 0.8 [m3/s], éa razén de cudntos [m/s] crece el nivel del agua?

4.10. Conceptos de funcidn diferenciable y de diferencial, e interpretacion geométrica. La
derivada como cociente de diferenciales.

Funcidn diferenciable
Funcion diferenciable o diferencial de una funcién y = f(x) es:

dy = f'(x) dx

Por lo tanto, podemos concluir que el diferencial de una funcién es igual al producto de la derivada
por el diferencial de la variable independiente.



La derivada como cociente de diferenciales
d
dy = f'(x) dx > = = f'(x)
dx
A derivada de una funcidn f(x), es el cociente del diferencial de y entre el diferencial de x.
Interpretacion geométrica

Ej 1. Encontrar el incremento de area en un cuadrado cuyo lado mide 5 [m] al aumentar el lado 8
[cm].

Nota: Realizar este tipo de calculos geométricos haciendo uso del diferencial, nos brinda valores
aproximados.

Ej 2. Determinar el valor del incremento del volumen de un cubo cuyos lados miden 3 [m] si los lados
incrementan 4 [mm].



