Capitulo 3. Limites y continuidad

Objetivo: El alumno calculara el limite de una funcidn real de variable real y analizara la continuidad
de la misma.

Contenido:

3.1 Concepto de limite de una funcién en un punto. Interpretacion geométrica.

3.2 Existencia de limite de una funcion. Limites de las funciones constante e identidad. Enunciados
de teoremas sobre limites. Formas determinadas e indeterminadas. Calculo de limites.

3.3 Definicién de limite de una funcién cuando la variable independiente tiende a infinito. Calculo
de limites de funciones racionales cuando la variable tiende a infinito. Limites infinitos.

3.4 Obtencidn del limite de sen x, cos X, y (sen x) / x cuando x tiende a cero. Célculo de limites de
funciones trigonométricas.

3.5 Concepto de continuidad. Limites laterales. Definicidén y determinacion de la continuidad de una
funcién en un punto y en un intervalo. Enunciados sobre teoremas de continuidad.



3.1. Concepto de limite de una funcion en un punto. Interpretacion geométrica

Se llama entorno o vecindad de un punto a con radio 6 en R, al conjunto de valores x que se
encuentren dentro del intervalo abierto

Q(a,0)=(a—6,a+6); |[x—al< §
Donde § es el radio del intervalo

a—6 a a+é

5 ' 5
El punto a es el punto central del intervalo, pero podemos incluirlo o no. Cuando se excluye, decimos
gue se trata de un entorno reducido.

Q(a,8)=(a—6,a+8)conx+a; 0<|x—al< 6

] a a+d

Si este concepto lo llevamos a un espacio bidimensional, por ejemplo, para f(x)=-2x*+8x-4 vamos
a determinar el entorno reducido Q’(3,1) en el plano cartesiano.

El punto x=3 es el centro del entorno y nunca sera parte del intervalo. El radio  es 1, y lo llamaremos
Ax=1. En los extremos del intervalo trazamos una linea vertical hasta que cortemos a la curva.




Esta es la esencia del concepto limite de una funcion
Definicion de limite

Se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a a es igual a L, si para todo numero épsilon mayor
que cero, por pequeiio que éste sea, existe un nimero delta mayor que cero, tal que f(x) menos L
en valor absoluto es menor que épsilon, siempre que x menos a en valor absoluto es mayor que
cero y menor que delta.

limf(x) =L siVve>036§>0

x—-a

tal que |f(x) — L| < e siempreque0< |x—a| <6

3.2.Existencia de limite de una funcion. Limites de las funciones constante e identidad.
Enunciados de teoremas sobre limites. Formas determinadas e indeterminadas. Calculo de
limites.

Limite de la funcion constante

lim cte = cte
x—a

Limite de la funcién identidad

limx=a
x—a



Teoremas sobre limites

a) Una funcidn no puede tener dos limites distintos cuando x = a (unicidad)

b) Si dos funciones son iguales en un entorno reducido de un punto, y una de ellas tiene limite,
entonces la otra también tiene limite y ambos son iguales.

c) Si una funcién es positiva en un entorno reducido de un punto, su limite en él no puede ser
negativo.

d) Si una funcidn es negativa en un entorno reducido de un punto, su limite en él no puede ser
positivo.

e) Si en un entorno reducido de un punto, cierta funcidon f se mantiene acotada entre otras dos
funciones, y éstas tienen limites iguales en el punto, entonces la funcién f también tiene limite y su
valor es el de los limites iguales.

Teoremas sobre operaciones con limites

1. )1(1_r>r‘11 cf(x)=c glcl_r)r‘ll f(x),donde c es una constante
2. lim[f(x) £ g(x)] = lim £ (x) % lim g(x)
3. lim[f(x) g()] = lim f(x) lim g(x)

m [0 = _ /e @

) x—>a gx) llm gx)

s.imtr o1 = i o]

6. lim V/f (x) = "/}Cij)gllf(X)

Calculo de limites

con lim g(x) # 0
x—a

Forma determinada
Ej. lim2x+7 =15

x—4

Forma indeterminada
Cuando se presentan algunas de las siguientes formas

0 o
0o’
Hay que buscar simplificar para encontrar el limite.

0- 00,00 —00,0° 000 1%

-x-2 _ 0
Ej. lim = ==
x—-2 X—2 0

Cox?—-x-2  (x-2+1
~ lim = lim =limx+1=3
x-2 x—2 x-2 x—2 x—-2

El procedimiento es avalado por el teorema que dice “Si dos funciones son iguales en un entorno
reducido de un punto, y una de ellas tiene limite, entonces la otra también tiene limite y ambos
son iguales”



Ej. Determinar algebraicamente el valor de los siguientes limites
x*—4x3+5x2-6x+8

1. lim
x—2 x—2
i
2. lim*—
x-1x-1
3 lim x2+7x+10
) x—>—=2 xX+2
4. lim X ox12
T ox5Z3 x3427
. x3-27
5. lim—;
x—=3 X<—9
6. lim—*!
' x—0 X
) 4—x2
7. lim —2%—
x—=2 3—Vx2+5
. \x-8
8. lim
x—64 Vx—4
) 9—x2
9. lim —/——
x——-3V12+x—-3
. 1-V6—x
10. im ———
x—5Vx+20-5
NECRE:
. 10—x-2
11. im —————
x—2 2—Xx
4
. N22=x-2
12. lim ===
x—6 4—V22—x

3.3. Definicién de limite de una funcién cuando la variable independiente tiende a infinito. Calculo
de limites de funciones racionales cuando la variable tiende a infinito. Limites infinitos.

. 2x2
1. lim —
x—00 X“+2
X
2. 11Im >
x—oo 1+x
3x3
3. 11
x—o00 X3+7

. (x-1)(2x+2)
x—o00 (X—3)(x+5)

. 8+x2
5. lim /———————
x—00 Y\ (X)(x+1)

. V5x6-21

6. lim ———
x—oo 4—3x3

. V27x349

7. lim ——

x—oo 15x-7



3.4.0btencién del limite de sen x, cos x, y (sen x) / x cuando x tiende a cero. Calculo de limites de
funciones trigonométricas.

Teorema:

. senx . 1—cosx
lim =1; im—=0
x-0 X x—0 X

Limites determinados:
. 2cosx tan x
1. llm E—

x—0 X
3tan? x —2cos?x + 4

2 }clir(% 3sen(§)—1

Limites indeterminados:

1 lim 1-tanx
’ x—% sen x —cos X
3 2
. 2sen” x
2. lim 3x2
x—0 Vvx
. 1-cosx
3. lim———
x—0 senx
. sen 9x
4. lim
x—=0 3X
. tan x
5. lim
x—0 5X
6. lim X
x-0 X
7 3sen? x
" x50 x2%secx
3 sen 2x
" x50sen4x
9. lim—=sX
x-0 X
. COSX
10. lim —=
T X —
X-’E 2
. senx
11. lim
X1 X—TT

3.5.Concepto de continuidad. Limites laterales. Definicion y determinacion de la continuidad de
una funcién en un punto y en un intervalo. Enunciados sobre teoremas de continuidad.

Limites laterales
En ocasiones podemos evaluar los limites de una funcién cuando tiene mas de una regla de
correspondencia. Para ello, se definen los limites laterales de la siguiente manera:

Limite lateral por la izquierda
lim f(x) = L

X—a~



Limite lateral por la derecha
lim f(x) = L
x—at

Cuando los limites laterales en un punto son iguales, se dice que el limite existe, en caso contrario
el limite NO existe.

lim f(x) = lim f(x) = L
x—a~ x—at

Ejemplo 1. Determinar si existe el limite de la funcidn, a través de los limites laterales

lim f(x) = {x2+4x+5; si—4<x<-1
x>—1 4 — x? ;si—1<x<2
Soluciodn.

Hay que obtener los limites laterales tanto por izquierda como por derecha, de la funcién en el
punto donde “se conectan” ambas funciones, llamado “punto critico”.

lim1 (-1D?*+4(-1)+5=2
x—>=1"
lim 4—(-1)2?=3
x—>—1t =D
Como los limites tanto por izquierda como por derecha son distintos, NO existe el limite en x =-1.

Ejemplo 2. Determinar si existe el limite de la funcién, a través de los limites laterales

2. o
lim f(x) = {4+xé51.x<2
x—2 12 —x“;six= 2

Solucidn.
Hay que obtener los limites laterales tanto por izquierda como por derecha, de la funcién en el
punto donde “se conectan” ambas funciones, llamado “punto critico”.

lim 4 +2%=38
xX—2~

. _ 2 —
,}L%L 12 — (2) 8

Como los limites tanto por izquierda como por derecha son iguales, el limite en x = 2 vale 8.

Continuidad
Para que exista continuidad en una funcidn se deben evitar los siguientes casos

/] N L/

' L]
' H x
0 1 7 T T : g
x H
O T H 7 T H
3 '

Hoyo Asintota vertical Salto Punto fugado



Nos auxiliaremos de los limites laterales para establecer si una funcién es continua o no

Ejemplo 1. Determinar los valores de cy k € Z tal que f(x) sea continua

X six<1
f(x) =1cx+k sil<x<4
—2x six>4

Ejemplo 2. Determinar los valores de ay b € Z tal que f(x) sea continua

CcoS X six<O0

f(x):{ a six=0
—2x+b six>0

Ejemplo 3. Determinar los valores de ay b € Z tal que f(x) sea continua

x>—1 six<0
f(x) = ax+b si0<x<1
x4+ 2 six>1

Ejemplo 4. Determinar los valores de ay b € Z tal que f(x) sea continua en x=1 si f(2)=3.

In(x) si0<x<1
ax?+b six>1

) = |



