Objetivo

El alumno aplicard los conceptos fundamentales de las
matrices, determinantes y sus propiedades a problemas
gue requieran de ellos para su resolucion.

Tema Contenido

6.1 Definicion de matriz y de igualdad de matrices.
Operaciones con matrices y sus propiedades:
adicién, sustraccion, multiplicacién por un escalar
y multiplicacién. Matriz identidad.

6.2 Definicion y propiedades de la inversa de una
matriz. Cdlculo de inversa por fransformaciones
elementales.

6.3 Ecuaciones matriciales y su resolucion.
Representacion y resolucion matricial de los
sistemas de ecuaciones lineales.

6.4 Matrices triangulares, diagonales y sus
propiedades. Definicion de traza de una matrizy
sus propiedades.

6.5 Transposicion de una matriz y sus propiedades.
Matrices simétricas, antisimétricas y ortogonales.
C '_I_ | Conjugacion de una matriz y sus propiedades.
d p' UlOo Matrices hermitianas, antinermitianas y unitarias.
Potencia de una maitriz y sus propiedades.

6.6 Definicion de determinante de una matriz y sus
propiedades. Cdlculo de determinantes: Regla de
Sarrus, desarrollo por cofactores y método de
condensacién. Cdlculo de la inversa por medio de
la adjunta. Regla de Cramer para la resolucién de
sistfemas de ecuaciones lineales de orden superior

Maltrices Y a tres.
determinantes
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CAPITULO 6

Maltrices y determinantes

Apuntes de Clase,

M.l. José Francisco Salgado Rodriguez

Definicion de matriz

Una matriz de m x n con elementos en C es un arreglo de la forma:

Air 0 Qun

M —_— . 9 .
Am1 " Amn

donde aq4, 12, -, &mn € Cym,n € Z.

En forma abreviada, M= [aj] coni=1, ... m;j=1, ... n.

De forma coloquial podemos decir que una matriz es un arreglo rectangular de elementos
matemadticos: polinomios, funciones, nUmeros, efc.

Con base en la definicion anterior, se muestran algunos ejemplos de matrices:

2++3i 0 1 .
A=| =8 x| B=0 2 3l Cc=[2| D=[ °]
4 i3X2 33X1

Igualdad de matrices

Definicién. Sean A= [aj] y B= [bi] dos matrices de orden m x n con elementos en C. Ay B son
iguales si: aj=by; coni=1,... m;j=1, .. n.

Operaciones matriciales

En esta primera parte del capitulo se estudiardn las operaciones:
1. Suma

2. Resta

3. Multiplicacién de un escalar por una matriz

4. Multiplicacion de matrices

5. Inversa

Suma de matrices
Si A= [ai]mxn Y B= [bi]mxn entonces A+B=S= [sij] mxn donde si= aj + bjparai=1, ... m;j=1, ..., n.

Pagina 2 de 15




Ej. Sumar las siguientes matrices (en caso de que se pueda):

3 -5 1 2 :
A=|0 1+i B=[—2 —i] c=[ 1 2 2]
c 7+i 0 3 2x3
—2i 4 3 3 —4l3x

Propiedades de la adicion de matrices
i) A+ (B+C)=(A+B)+C Asociatividad
i) A+B=B+A Conmutatividad
i) A+ 0= A (Matriz nula del mismo orden) Elemento idéntico
iv) A+ (-A) =0 Elemento inverso

Resta de matrices
Si A= [Qi]mxn Y B= [bi]mxn €ntfonces A - B se define como A + (-B).

Multiplicacién por un escalar
Sea A= [aj]mn Y o € C. El producto aA es una matrizde m x n definida por: aA= aaij

Teorema

Si Ay B son dos matrices de m x n con elementos en Cy a, B € C, entonces:
i) a(A+B)=aA+aB

ii) (a+B)A= aA+BA

i) a(BA)= (aB)A

Multiplicaciéon de matrices
Si A= [aij]mxn Y B= [bi]nxg €Nntfonces AB= [pi] mxq donde:
n

pijzzaikbkj parai: 1,___,m;]': 1,___’q_
k=1

Ej. Obtener la multiplicacion de matrices AB, BA, AC, CA, BC y CB, si:
5 3 -1

2 0
Ao |0 1 —3] B=[—3 4] c=[1 2 © 3
3x2

-2 0 1
1 -1 3l -1 3
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Nota: Como se pudo observar en el ejemplo anterior, la multiplicaciéon de matrices NO siempre es
conmutativa.

Ej. Demostrar que las matrices A, B y C son conmutables para la multiplicacion.

a=[; g]B=[; =[5 5

Teorema. Sean A, By C matricesde mxn, nxpy p x g respectivamente, cuyos elementos son
nUmeros complejos, entonces: A(BC) = (AB)C.

Ej. Demostrar que las matrices A, B y C cumplen con la asociatividad para la multiplicacion.
1 0
M 215 _[-1 0 17 ._ -
5= [3 4]"3_ [-2 1 0]'C_ [2 1]

3 =2
Demostrar que A(BC) = (AB)C

Teorema. Sean A, By C matrices de mxn, nxp y pxqg respectivamente, y D, E, F, matrices de mxn,
mxn y nxp respectivamente, cuyos elementos son nimeros complejos, entonces:

i) AB+C)=AB+ AC

i) (D+E)F = DF + EF

Matriz identidad
Se conoce como "matriz identidad" de orden n a una matriz cuadrada de n x n de la forma:

1 0 .. 0
L=t 5 9
00 .. 1
Se llama matriz identidad de orden n, a la matriz cuadrada de orden n, In=[5i], tal que:
§;=1, sii=j

511':0, Sll:/:]

Nota: La matriz identidad constituye el elemento idéntico en la multiplicacién de matrices.

Teorema. Si A es una matriz con elementos en C, entonces:
i) ImA=A
i) Aln = A

Inversa de una matriz
Sea A una matrizde n x n con elementos en C. Una matriz X se dice que es inversa de A si:

XA =1n=AX

y se representa con A,
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Nota:

1. Para que una matriz A tenga inversa, es condicidn necesaria que sea cuadrada. A'! deberd ser
cuadrada y del mismo orden que A.

2. NO todas las matrices cuadradas tienen inversa (det A = 0).

3. Singular (2 A1)
Matriz

No singular (3 A™%)
4. Si existe la inversa de una matriz cuadrada, ésta es Unica (unicidad).

Teorema: Si A y B son dos matrices no singulares del mismo orden y A € C, entonces:
i) A~!estnica

iy(AH1=A

iii) (AB)"! = B71A7?

iv) (A4) ™! = 2A7LsiA# 0

Cdlculo de la inversa por transformaciones elementales.
[Ally] > Ty .. > Ty = [15|A™]

Transformaciones elementales

e Intercambiar dos renglones.

e Multiplicar un renglén por un escalar diferente de cero.

e Multiplicar un renglén por un escalar diferente de cero y sumarlo a otro renglén,
reemplazando este Ultimo por el resultado obtenido.

Ej. Obtener las inversas de las siguientes matrices:

1 2 -1
A=13 5 6];

0 1 1

[ 1 3 0
B=|2 6 1};

-1 —4 2

i -1 2
C=1|0 2—-i 1+ 3il;

10 1 i

Ej. Obtener la solucidn de las siguientes ecuaciones matriciales:

1. AX+B = 3Xs|A—[ ]B—[3 1]
2. AX—BS|A=[ ]B [2 _5]

& potosli = [ ] [0 z]c [(1) é]
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Ej. Obtener la solucion de las siguientes ecuaciones matriciales:

4, SiA= [é 1];B = [i ﬂ;c = E g] calcular:

a) XA =B+l
b) AX+B=C
c) XA+B =2C
d) AX+BX=C
e) XAB-XC=2C

Ej. Resolver la siguiente ecuacion matricial:

AX +2B=3C
1 0 0 0 1 1 1 0 0
SIA=|1 1 O],B=[1 0 0],C=0 1 0
1 1 1 0 0 1 1 0 1

Representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Dada la ecuacion matricial AX = B, donde:

A- Matriz de coeficientes

X- Vector de incognitas

B- Vector de términos independientes.

Se despeja a la matriz de incoégnitas (“X”), quedando la ecuacion: X = A-1B

Ej. Resolver el siguiente sistema a través de dlgebra matricial.

X+ 3z= 2
y- 2z=-1
X+y+2z=3

Ej. Resolver en forma matricial el sistema:

X+y +z =6
X+2y+5z =12
X+ 4y + 25z = 36
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Regiones de una matriz cuadrada

Triangulo superior

Triangulo inferior Diagonal principal

Traza de una matriz cuadrada

Definicion. Sea A=[aj] una matriz de n x n con elementos en C. Se llama traza de Ay se representa

con Tr(A), al nUmero:
n

Tr(A) = Z aji

i=1

Tipos especiales de matrices cuadradas

Matrices triangulares

Definiciéon. Sea A=[ai] una matriz de n x n con elementos en C. Se dice que:
i) A estriangular superior si aj =0 parai>j.

ii) A es triangular inferior si a;j = 0 parai<j.

Teorema. Si A y B son dos matrices triangulares superiores (inferiores) del mismo ordeny a € C,
entonces:

i) A+B es triangular superior (inferior)

i) aA es triangular superior (inferior)

i) AB es triangular superior (inferior)

Matriz diagonal

Definicién. Sea A=[aj] una matriz de n x n con elementos en C. Se dice que A es una matriz
diagonal si aij= 0 para i#, y se representa como:

diag (an, 0z, ..., Gnn)
Nota: Los elementos fuera de la diagonal son nulos y distintos entre si.

Teorema. Si A y B son dos matrices diagonales tales que A= diag (a1, 22, ..., ann) Y B= diag (b1,
b22, ..., bnn) Y a € C, entonces:

i) A+B=diag (an+ b, a2t b2, ..., Annt Onn)

i) o A=diag (o ain, a 022, ..., o Onn)

i) AB = diag (anbmn, ax2b2, ..., annbnn)

iv) A1 =diag (1/amn, 1/0z2, ..., 1/ann), si A es no singular.
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Matriz escalar

Los elementos fuera de la diagonal son nulos e iguales entre si, pero diferentes de la unidad.

Operaciones matriciales

1. Transposicion: A — AT
Si A = AT— se tiene una matriz simétrica
Si A =-AT— se fiene una matriz antisimétrica

2. Conjugacion: A — A
Si A=A — se tiene una matriz reall
Si A =-A — se tiene una matrizimaginaria

3. Conjugacioén-Transposicion: A— A”
Si A= A"— se tiene una matriz hermitiana
Si A=-A" — se tiene una matriz antihermitiana

4. Potencia enésima: A— An
e |dempotente
e Involutoria
¢ Nilpotente
e Periodica

Transposicion: A— AT

Definicidon. Sea A=[ai] una matrizde mxn con elementos en C. Se llama transpuesta de A a la

matriz de nxm:

AT =[Gy,

tal que Cl] = ajj

Nota: Los renglones de AT son las columnas de Ay las columnas de AT son los renglones de A.

Ej. Transposicion

A

_q2i 0 —i
5 1 1-

5] = AT =

2i
0

—i
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Propiedades de la transposicion

Teorema. Si A y B son dos matrices con elementos en C y a € C, entonces:
i) (AT)T=A

i) (0A)T= o AT

i) (A+B)T= AT+BTsi 3 A+B

iv) (AB)T=BTATsi 3 AB

Matrices simétricas y antisimétricas (matrices cuadradas)

Definicion. Sea A una matriz de nxn con elementos en C, se dice que:
i) A essimétrica si AT= A

i) A es antisimétrica si AT= -A

Ej. Matriz simétrica

=1 5 =i
A= 5 3i —il; A= AT; ai]-=a]-iVi,j
2—1 =i 0

Ej. Matriz antisimétrica

0 -5 —2+i
B=| 5 0 i|; B= —BT; byj=—b;Vi# j;Sii=jb; =0
2—i —i 0

Propiedades de las matrices simétrica y antisimétrica.

Teorema. Si A y B son dos matrices simétricas (antisimétricas) de nxn y a € C, entonces:
i) A+B essimétrica (antisimétrica)
i) aA essimétrica (antisimétrica)

Teorema. Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entonces:
i) A+AT es simétrica
i) A-AT es antisimétrica

Conjugacién: A — A

Definicion: Sea A=[ai] una matriz de mxn con elementos en C. Se llama conjugada de A a la
matrizde mxn A = [ci] tal que cj= aij.

Ej. Conjugacion

Sl FERI S I

5 1 1+43i
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Teorema. Si A y B son dos matrices con elementos en Cy a € C, entonces:

) A)=A

i) cA=aA

i) A+B=A+Bsi3A+B
iv) AB=ABsi3AB

Matrices reales e imaginarias

Definicion. Sea A una matriz de mxn con elementos en C, se dice que:
i) AesrealsiA=A

ii) AesimaginariasiA = —A

Teorema. Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:
i) A+ Aesredl
ii) A— A esimaginaria

Conjugacion-Transposicion: A — A*
Definicion. La conjugacion transposicion de una matriz (A*) estd definida como:

A" = A)" = (A1)

Propiedades de la conjugacion transposicion

Teorema. Si A y B son dos matrices con elementos en Cy a € C, entonces:
i) A" =A

i) (aA)* = A"

ii)(A+B)*=A"+B*si3A+B

iv) (AB)* = B*A*si 3 AB

Matrices hermitianas y antihermitianas (matrices cuadradas)
Definicién. Sea A una matriz de nxn con elementos en C, se dice que:
i) A es hermitianasi A* = A

ii) A es antihermitiana si A* = —A

Ej. Matriz hermitiana

=1l 5 2+4i
A=] 5 3 i|;a;=a, Vij; I(a;) = 0, Diagonal principal: R
Z2=1 =i 0

Ej. Matriz antihermitiana

=i =5 =Z=1
B = [ 5 3i - i‘ ; by = —b_]lV i,j; R(a;;) = 0, Diagonal principal: I
2=1 =i 0
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Teorema. Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:
i) AA* es hermitiana

ii) A"A es hermitiana

iii) A+ A" es hermitiana (nxn)

iv) A — A* es antihermitiana (nxn)

Potencia enésima
Una matriz se multiplicard por si misma, el nUmero de veces que indique su exponente.

Teorema. Sea A una matriz de nxn con elementos en Cy m,n € N, entonces:
i) AmAn = Am+n
i) (A™)" = Amn

Una matriz A no singular se dice que:
i) Es ortogonalsi: AT = A~1
ii) Es unitariasi: A* =A"!

Dependiendo el resultado obtenido al realizar la potencia de matrices, estas se pueden clasificar
en: idempotentes, involutorias, nilpotentes y periddicas.

Matriz idempotente. Una matriz de nxn es idempotente si se verifica que A% = A. La matriz debe ser
simétrica para ser idempotente, no todas las matrices simétricas son idempotentes.

Ej. Matriz idempotente

2 1 2 12 17 2 1
_ |3 3[.A2_|3 3|3 3|_[3 3
A=12 1A =12 1||2 1|72 1
3 3 3 33 31 13 3

Matriz involutoria. Una matriz de nxn es involutoria si se verifica que A% =1,,.

Ej. Matriz involutoria

a=[y w=[5 30 A=h

Matriz nilpotente. Una maitriz de nxn es nilpotente si se verifica que A% = 0 (matriz nula).

Ej. Matriz nilpotente
_ [0 0]. ,2_170 0110 O0]_[0 O
A=l 0]'A_ 1 oll1 0]_[0 o]

Matriz periédica. Una matriz cuadrada A es periddica si existe p € N tal que APt = A, Ademds, si p
es el menor nimero natural que cumple AlP+1) = A se dice que A es periddica con periodo p.
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Ej. Matriz periddica

a=[y w=ene =[0G 1=l 1:#=[7 i

Determinantes

El concepto de determinante surge antes que el concepto de matriz, en 1750 los trabajos de
Cramer orientados a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales dan como resultado el
concepto de determinante.

Notas:
1. La matriz es un arreglo de nUmeros.
2. El determinante es un nUmero.

Propiedades de un determinante
Teorema. Sea A=[ai] una matriz de nxn con elementos en C:

1) Silos elementos de una linea de A (rengldn o columna) son todos nulos, entonces det A= 0.
2) Si B se obtiene de A mulfiplicando los elementos de una de sus lineas por un numero A € C
enfonces det B = A det A.
3) Si B se obtiene de A intercambiando 2 lineas paralelas (renglones o columnas), entonces
det B = -det A.
4) Si dos lineas paralelas de A son proporcionales, entonces det A = 0.
5) Si B se obtiene de A sumando a los elementos de una linea, los elementos de una linea paralela
multiplicados por un nUmero A € C, entonces det B = det A.

Teorema. Si A=[qj] y B=[bj] son dos matrices de nxn con elementos en C, entonces:
i) detA = detAT

i) detAA = A"detA

iii) detAB = detAdetB

Cdlculo de determinantes

Regla de Sarrus
Este método se emplea Unicamente para calcular determinantes de segundo y tercer orden.

Segundo orden:
d11 d12

detA = |
dzq1 Ay

| = djqdz2 —dz1a12
Tercer orden:

di1 Q12 d13
dz1 dzz dz3
dzq dzz adz3

detA = = aj1dz2azz t+az1a32a13 T a12a3a31 — a313223a13 — A3zdz3a11 — A33d21312
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Ej. Determinar el valor de det A y det B.

s 1 0 -3
A=| |;detA=—7 B=|-4 5 2/|;detB=-5
4 —E 1 =2 0

Regla de Cramer para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Para encontrar los valores de las incégnitas de sistemas de ecuaciones lineales de orden 2y 3, se
requiere un cociente de determinantes.

El numerador es el determinante que resulta al remplazar en la matriz de coeficientes, la columna
de la incégnita por el vector de términos independientes.

El denominador es el determinante asociado a la matriz de coeficientes.

Ej. Resolver a través de la regla de Cramer los siguientes sistemas.

a) 5X+3Y=5
4X+7Y = 27

C) 2X+3Y+4Z = 260
X+4Y+8Z = 330
4X+8Y+61 = 510

Desarrollo por cofactores

Aplicable al cdlculo de determinantes de cualquier ordeny es el fundamento de todos los métodos
de aplicacion prdctica.

Definicidn. Sea A=[ai] una matriz de nxn con elementos en C.

i) Se llama "menor" (Mij) del elemento aij, al determinante de la matriz que se obtiene suprimiendo
en Aalrenglon'i'y ala columna'j'.

ii) Se llama cofactor (Cij) del elemento aqij, al producto:

Cij = (D" M
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Definicidon. Sea A=[aj] una matriz de mxn con elementosen Cyr € Z, tal que 1 < r < n, entonces:

n n
detA = Z arjCrj 6 detA = z airCir
j=1 i=1

Ej. Calcular el determinante de la matriz A, utilizando el método por cofactores.

2 1 -5 2

_|4 -6 0 1
A= 0 2 -1 0
-1 6 -7 1

Cdlculo de la inversa por medio de la matriz adjunta

Definicion. Sea A=[ai] una matriz de nxn con elementos en C y sea Cij el cofactor del elemento dij.
Se llama matriz adjunta de A, a la matriz:

Adj A = [bij], donde bij = Cji

Ej. Obtener la adjunta de la matriz A.

1 0 2
A=13 -1 4
2 1 0

Teorema. Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entfonces:
A(Adj A)=(Ad] A)A = (det A) In
Teorema. A existe siy solo si detA # 0.

1 1 _
A(Adj A) = (detA)ly; In = T——(A(Adj A)); Al= ToraAdiA
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Ej. Obtener la inversa de la matriz A.

1 0 2
A=13 -1 4
2 1 0

Un poco de humor

Si ALGUIEN GOLPEA
TU MEJILLA iZQUIERDA
VE YV APRENDE KARATE
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