Capitulo

Polinomios

Objetivo

El alumno usard y analizard los conceptos del dlgebra de
los polinomios y sus propiedades para obtener raices.

Tema Contenido

4.1 Definicidon de polinomio. Grado de un polinomio.
Igualdad de polinomios. Definicidon y propiedades:
adicioén, sustraccion y multiplicacion de
polinomios.

4.2 Divisién de polinomios: Divisibilidad y algoritmo de
la division. Teoremas del residuo y del factor.
Division sintética.

4.3. Raices de un polinomio: Definicion de raiz, teorema
fundamental del dlgebra y nUmero de raices de un
polinomio.

4.4, Técnicas elementales para buscar raices: Posibles
raices racionales, regla de los signos de Descartes,
teoremas sobre raices irracionales conjugadas y
complejas conjugadas.
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CAPITULO 4

Polinomios

Apuntes de Clase,

M.l. José Francisco Salgado Rodriguez

Definicion

Etimoldgicamente la palabra polinomio estd compuesta por los vocablos griegos poli (gr. polys)
que significa muchos o pluralidad y nomio (gr. nomos) que significa termino. De tal forma que a
través de su efimologia un polinomio queda definido como la suma de muchos términos.

Cuando los polinomios tienen uno, dos o tres términos, se acostumbra llamarlos monomio, binomio
y frinomio respectivamente. Cuando contamos con mads de tres términos se acostumbra llamarlos
simplemente, “polinomios”.

Matemdticamente un polinomio queda definido como:
Un polinomio en X con coeficientes complejos es una expresion de la forma:

p(x)= aox?® + aix! + azx2 + asx3 + ... + anx"
Donde:
Qo, A1, A2, A3, ..., An SON los coeficientes del polinomio y pertenecen a C.
Los exponentes son: {n | n e Z+, O}.

4.1.2. Grado de un polinomio
Sea el polinomio en x con coeficientes complejos: p(x)= aox® + aix! + a2x2 + asx3 + ... + anX”

Si an # 0 el entero no negativo n es el grado del polinomio, lo que representamos con:
gr(p)=n

Para comenzar con el estudio de los polinomios, se estudiard en primera instancia el concepto de
igualdad y posteriormente las operaciones de suma, resta, multiplicaciéon y division de polinomios.

4.1.3. Igualdad de polinomios
Dos polinomios se consideran iguales si tienen los mismos términos, sin importar aquellos que
tengan coeficiente cero.

Ej. Si f(x) = 3x*—4x2+ x -2y g(x) = Ox> + 3x4 + Ox3 — 4x2 + x — 2, entonces f(x) = g(x)
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4.1.4. Operaciones entre polinomios
Las operaciones que se estudiardn en este capitulo son:

o Suma

e} Resta

o) Multiplicaciéon y
o} Divisidn

Adicion de polinomios
Para sumar dos polinomios en X con coeficientes complejos, basta con sumar los coeficientes
asociados a las literales con exponentes iguales.

Ej. Si f(x) = -2X2 +x +2
g(x) = +x3—- X2 -x -5
f(x) + g(x) = + x3 - 3x2 -3

Grado del polinomio suma
Sean dos polinomios cualesquiera f(x) y g(x) con coeficientes complejos y con la misma variable,
entonces el grado del polinomio suma (gr (f+g)) puede tomar los siguientes valores:

1) Sigr(f)>gr(g) - gr(f+g) = or(f)
2)  Sigr(f) <gr(g) - gr(f+g) = gr(9)
3)  Sigr(f)=gr(g) — gr(f+g) n; donde “n" es el grado de los polinomios.

Sustraccién de polinomios
Definicion. Sean f(x) y g(x) dos polinomios en X con coeficientes en C, el polinomio f(x) — g(x) se
define como: f(x) + [- g(x)]

Es decir, a un primer polinomio le sumamos el inverso aditivo de un segundo, o dicho de forma
coloquial, restamos los coeficientes asociados a las literales con exponentes iguales.

Ej. f(x)= — 2x4 + x2 -5
gx)= + 3x2 +8
f(x) —g(x) = — 2x4 — 2x2 -13

Multiplicaciéon de polinomios
Estudiaremos la multiplicacion de polinomios a través del siguiente ejemplo:

Ej. f(x)=4x3-2x2+ 3x
g(x)=8x2-x+5
f(x) - g(x):
4x3 — 2x2 + 3x
82— x +5
20x3 —10x2 +15x
—4x4+ 2 x3— 3x2
32x° —16x4+24x3
32x5 —20x4+46x3 —13x2 +15x
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La manera en la que se multiplican dos polinomios no difiere de la multiplicacion aritmética de
numeros o de la multiplicacion de binomios. En primera instancia debemos ordenar ambos
polinomios a través de sus exponentes, ya sea de forma creciente o decreciente. En nuestro caso
se ordenaron a los polinomios f(x) y g(x) de forma decreciente. Posteriormente se elige un
polinomio, del cual se fomardn cada uno de sus términos (comenzando por el de menor grado)
para multiplicar al otro polinomio. En nuestro caso elegimos a g(x) para que cada uno de sus
términos multiplique al polinomio f(x).

Comenzamos con: 5 (4x3 — 2x2 + 3x)
Posteriormente: -X (4x3 —2x2 + 3x)
Y finalmente: 8x2(4x3 — 2x2 + 3x)
Lo que resta para concluir con la multiplicacion de polinomios es, sumar términos semejantes.

La adicion y multiplicacion de polinomios satisface las propiedades que se enuncian a
contfinuacion.

Teorema. Si f(x), g(x), y h(x) son polinomios en X con coeficientes complejos, entonces:

1) f(x) +[g(x) + h(x) ] =[f(x) +g(x) ] + h(x) — Asociatividad

2) f(x) + glx) = g(x) + f(x) - Conmutatividad
3) f(x) + 6(x) = f(x) — Elemento idéntico
4) f(x) + [-f(x) ] = 6(x) — Elemento inverso

Division de polinomios

Ej. f(x)=2x5+ x4 -3x3-4x2+7

g(x)=x2-3
f(x)
g(x)’
2x3 + x2 +3x -1 > Polinomio cociente
x2 - 3 [ 2x5 + x4 —3x3 —4x2 +7 »  Polinomio dividendo
=2x5 +6x3
+ x4 +3x3 -4x2 +7
—_ x4 +3x2
+3x3- x2 +7
=3x3  +9x
-X2 +9x +7
v 2 _a
Polinomio divisor 9x +4 » Polinomio residuo
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Ej. f(x)=-5x*+ 4x3-2x2+8x -5
agx)=x-1

),
g(x)’

=5x3 - x2_-3x +5
x=1 | —5x4 + 4x3 -2x2 +8x - 5

5x4 — 5x3
- x3-2x2+8x -5
x3 — x2
-3x2+8x -5
3x2 -3x
5x -5
=5x + 5
0

Teorema del residuo.
Sea p(x) un polinomio en x con coeficientes en €y a € C . El residuo de dividir p(x) entre x - o es
igual a p(a).

Teorema del factor.
x - o es factor de p(x) siy sélo si p(a)=0.

Division sintética
Como su nombre lo indica sirve para redlizar de una manera abreviada la divisibn de dos
polinomios cuando el polinomio divisor es de la forma x — a.

Para el ejemplo anterior, si realizamos la division de polinomios a través de la division sintética:

-5 4 -2 8 -5
1 =5 -1 -3 5

5 -1 -3 5[0

En la primera posicion a la izquierda, estd escrita la raiz del polinomio divisor. El primer renglén de la
divisiéon sintética, son los coeficientes del polinomio dividendo. Estos deben estar ordenados
previamente en orden decreciente para el exponente de x, y los términos que no aparezcan
deberdn ser incluidos también escribiendo “0” en la posicion que corresponda.

4.3. Raices de un polinomio
Definicién. a es raiz de p(x) si p(a)=0.

Teorema fundamental del dlgebra
Si p(x) es un polinomio en x con coeficientes en C de grado mayor o igual a uno, entonces p(x)
tiene al menos una raiz en C.

Pagina 5 de 8




NUmero de raices de un polinomio
El nUmero de raices de un polinomio estd determinado por su grado.

Factores lineales
Si o es raiz de p(x), entonces (x-a) es factor de p(x).

En general, para un polinomio de grado “n":
P(X)= an(X-au) (X-0) (X-a3)...(X-an) donde o, oo, as, ... an SON las raices de p(x).

Ej. Expresar a p(x) como el producto de sus factores lineales, si p(x)= x4 + x3-19x2 +11x +30.
Y ou=-1; o= 2; a3= 3 son tres de las cuatro raices del polinomio.

Ej. Determinarsi 0, -2, 3/2, e i, son raices de p(w) = 2w4-w3 -w2-w -3

Ej. Hallar el valor de k e Z tal que 1 sea raiz de p(x)= 2x4 - kx3 + kx2 - kx +3.

4.4. Técnicas para buscar raices
Para el cdlculo de las raices de un polinomio emplearemos los siguientes métodos:

Posibles raices racionales

Grdfica de un polinomio

Cambio de signo en el residuo

Cotas de las raices reales

Regla de los signos de Descartes

Cambio de variable

Raices complejas e irracionales conjugadas

Noor~wN -~

Posibles raices racionales

Dado un polinomio cualquiera con coeficientes complejos, las raices de este pueden ser reales o
complejas. Si son reales estas se pueden dividir en racionales e irracionales.

Este método nos ayuda para elegir POSIBLES raices racionales, es decir, valores que serdn usados
con la divisién sintética y establecer cudles de ellos si son raices. Se complementa con ofros
métodos como cotas superior e inferior de las raices reales y tabla de Descartes.

Método:
Aplicable para cualquier polinomio con coeficientes complejos, de la forma:
P(X)= QoX? + aiX! + Q2X2 + QX3 + ... + QnX"

1. Consiste en tomar el coeficiente del término independiente (ao) y el coeficiente del término
de mayor grado (an).

2. Obtener los factores de ao y an (términos positivos y negativos entre los cuales es divisible de
manera exacta).

. . . . . do
3. Realizar todas las combinaciones posibles del cociente —
dn
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Ej. Si f(x)= 2x3 +7x2 +2x — 3, determinar las posibles raices racionales, las raices del polinomio vy
expresarlo como el producto de sus factores lineales.

Ej. Si f(x)= x4 + x3—§x2—x +6
a) Determinar el valor de A, si f (2) =0.
b) Determinar las raices de f(x) y expresarlo como el producto de sus factores lineales.

Grdfica de un polinomio y cambio de signo en el residuo

Teorema. Sea p(x) un polinomio en x con coeficientes en R. Si a y b son dos nUmeros reales tales
que a < by p(a), p(b) tienen signos contrarios, entonces p(x) tiene al menos una raiz real a en el
intervalo a<a <b.

Cotas de las raices reales
Sea p(x)= aoX0 + an X' + a2X2 + asX3 + ... + anXn un polinomio en x con coeficientes reales y an> 0.
i. SiSeR,S>0,yno existen nUmeros negativos en el tercer rengléon de la division sintética de
p(X) entre x-S, entonces para toda raiz real o de p(x) se tiene que a < S.
i. SiteR,t<0,ylosnumeros del tercer rengldon de la divisidon sintética de p(x) entre x — t son
alternadamente positivos y negativos, entonces para toda raizreal a de p(x) se tiene que t<a.
Los ceros podrdn considerarse positivos o negativos a efecto de lograr los signos alternados.

Regla de los signos de Descartes

Teorema. Sea p(x) un polinomio en x con coeficientes reales y ao # O:

i) El nUmero de raices reales positivas de p(x) es igual al nUmero de cambios de signo en la
secuencia de coeficientes del polinomio p(x), © menor que éste en un nUmero par.

ii) El nUmero de raices reales negativas de p(x) es igual al niUmero de cambios de signo en la
secuencia de coeficientes del polinomio p(-x), © menor que éste en un niUmero par.

Nota: Solo se consideran los coeficientes distintos de cero

Cambio de variable

Si en un polinomio el coeficiente del término lineal es cero y los exponentes de los otros términos
son multiplos entre si, entonces es aplicable el cambio de variable.

El objetivo de este método es trabajar con un polinomio de menor grado que el polinomio original.
Se toma la variable de menor grado (sin considerar al término independiente si éste existe) y se
cambia por otra variable de grado uno (lineal).

Posteriormente se procede de la misma manera que en los otros métodos para la obtencién de
las raices del polinomio con el cambio de variable.

Finalmente se debe regresar al polinomio a su variable original, incluyendo las raices encontradas
para el polinomio con el cambio de variable.
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Ej. Determinar las raices de los polinomios a fraves de cambio de variable, si:
a) f(t)=t+2t2+2
b) p(x)=xé+ 4x*—x2-4

Raices complejas conjugadas e irracionales conjugadas.

Complejas conjugadas
Teorema. Sea p(x) un polinomio en x con coeficientesen Ry a, b € R. Si a=a + bi es raiz de p(x),
entonces a = a - bi fambién serd raiz del polinomio.

Irracionales conjugadas

Teorema. Sea p(x) un polinomio en x con coeficientesen Q y a, b € Q. Sia=a + /b es raiz de p(x),
entonces @ = a - Vb también serd raiz del polinomio.

P(X)= x5 -x4-8x3+12x2+ kx-12 Determinar k € R. tal que o=1-i sea raiz de p(x).

Un poco de humor

:PST/ EL PAIS ESTA AHY
ESPERANDO ¢LE DGO
QUE SE SIENTE 0 QUE?
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