Capitulo

NUmeros Complejos

Objetivo

El alumno usard los nimeros complejos en sus diferentes
representaciones y sus propiedades, para resolver
ecuaciones con una incognita que contengan nUmeros
complejos.

Tema Contenido

3.1 Forma bindmica: Definicion de niUmero complejo,
de igualdad y de conjugado. Representacion
grdfica. Operaciones y sus propiedades: adicion,
sustraccion, multiplicaciéon y division. Propiedades
del conjugado.

3.2 Forma polar o tfrigonométrica: Transformacion de
la forma bindmica a la polar y viceversa.
Definicién de mddulo, de argumento y de
igualdad de numeros complejos en forma polar.
Operaciones en forma polar: multiplicacion,
division, potenciaciéon y radicacion.

3.3. Forma exponencial o de Euler: Equivalencia entre
la forma polar y la exponencial. Operaciones en
forma  exponencial: mulfiplicaciéon,  division,
potenciacion y radicacion.

3.4. Resolucién de ecuaciones con una incodgnita que
involucren nUmeros complejos.
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CAPITULO 3

NUmeros Complejos

Apuntes de Clase,

M.l. José Francisco Salgado Rodriguez

Introduccion

Si x2+¢c=0 - x=+cv/-1=+ci
Definicion
C={Z|I=a+bicona,beR,i2=-1}

Clasificacion

s

Forma binémica (algebraica):Z=a +bi
Conviene usarse en: Suma y resta

Forma Polar (Trigonométrica): Z =r ciso

< Conviene usarse en: Multiplicacion, division,
potencia y raiz enésima

Forma Euler (Exponencial): Z = re®i
Conviene usarse en: Multiplicacion, division,
| potencia y raiz enésima

Conjugado de un nUmero complejo (Z)
Siz=a+bi > Z =a-biyserepresenta como Z.

Propiedades del conjugado complejo
Para todo Z1y Z2 € C:

Z=1 =1

7Z,=1Z,siZ; ER

Z,+Z, €ER

Z,Z; €R

Ii+Z,=7,+ 7,

m = z1 z2

AR
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Operaciones con nUmeros complejos bindmicos
SiZi=a+bi y Z2=c + di, entonces:

Adicion: Zi + 72 = (a + c)+(b + d)i

Sustraccion: Z1 - 22 = (a - c)+(b - d)i

Multiplicacion: Zi Zz = (a + bi)( ¢ + di) = (ac—bd)+(ad+bc)i
Divisic Ly _ atbic—di _ (act+bd)+(bc—ad)i
|VISIOn'Zz " c+dic—di c2+d?

Propiedades de las operaciones con complejos

Se cumplen las propiedades de cerradura, asociatividad,
conmutatividad, elementos idénticos, elementos inversos y
distributividad.

Diagrama de Argand

Para representar a los nUmeros complejos se utiliza un sistema

coordenado bidimensional lamado “Diagrama de Argand”, el eje

horizontal es el eje de los Reales, mientras que el vertical es el de
los imaginarios (figura 3.1).

z = a+ bi

1
'
!
1
1
'
a

Figura 3.1.
Diagrama de Argand

Ej. 1.Sean Z1=-5-2i y 7Z>=-1 +i, obtener:

VAR
11-12
YAVA,
Zq
Zy

e

Ej. 2. SiZi=-i, Z2= 3y Z3 =2 — i, obtener:

Z, _
Loy =
7.7
2. 22 =
YAVA:

Aplicaciones de los
numeros Complejos en
Ingenieria

Ingenieria electrénica: Se
utiliza para describir de
forma sencilla senales
periddicas.

Ingenieria mecanica: Se
usan para representar la
relaciéon espacial de los
esfuerzos en un sistema o en
un material.

Ingenieria civil: Se utilizan
para representar esfuerzos
en estructuras

Hidraulica: Para representar
el comportamiento de los
fluidos.

Aeronautica: Se utiliza para
representar las fuerzas
resultantes en los
componentes mecdnicos y
para modelar la fuerza de
sustentacion.
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Ej. 3. Resolver las siguientes expresiones aritméticas complejas

i2+i*+i®
NI
, CID+@HD(HD) _
T (2-4D)(24D)
3 (1-31)(4-1)%+(4—-i)(—1+45i)

(4-D ()

Forma polar (frigonométrica) de un nimero complejo

De la figura 3.2., se pueden obtener las ecuaciones de
transformacion:

De Polar a Bindmica:
a=rcos0
b=rsen9

De Bindmica a Polar:
r= va? + b2

— b
6 = angtan (a)

1
'
I
1
1
.
a

Figura 3.2.

Sobreposicion de sistemas
coordenados (Argand-Polar)

Ej. 4. Sean Z1=-1+1i y Z2 = 2Cis240°, para Z) obtener su forma
polar y para Z2 su forma bindbmica.

Igualdad de nUmeros complejos en su forma polar

Teorema. Sean Zi=n cisa y Z2=r2Cis B

[1=172 siysolosin=r2ya=p+k(360°) conk=...-2,-1,0, 1,2, ...

Ej. 5. Transformar a forma binémica 7= v2cis750°.

Ej. 6. Transformar a forma polar:

1 3.
Q) 7i=2-2i b)Zo=-3 c)Z=5i d)Z=-2i 6)25:—5—§1

Aplicaciones de |os
numeros Complejos en
Ingenieria

Ingenieria electrénica: Se
utiliza para describir de
forma sencilla senales
periddicas.

Ingenieria mecdnica: Se
usan para representar la
relacién espacial de los
esfuerzos en un sistema o en
un material.

Ingenieria civil: Se utilizan
para representar esfuerzos
en estructuras

Hidraulica: Para representar
el comportamiento de los
fluidos.

Aeronautica: Se utiliza para
representar las fuerzas
resultantes en los
componentes mecdnicos y
para modelar la fuerza de
sustentacion.
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Ej. 7. Transformar a forma bindmica:
a) Zi=cis 510° b) Zo=4cis 210° ¢) Zs= 3 cis 270°  d) Zs= 2v2 cis 315°

e) Zs= 7 cis 180°

Operaciones con nUmeros complejos polares
SiZi=n cisay Z2 =r2 Cis B, entonces:

Multiplicacion: Zy Zz =i rz2 cis (o + B)

..., Z r{ .
Division: = = = cis (a-B)
Z 1

Potencia enésima: Z;" = r; " cis (na)

Raiz enésima: \/Z, = i/r; cis (a+kn360°) conk=0,1,2, ..., (n-1)

Ej. 8. Obtener las raices cUbicas de -4v3 — 4

Ej. 9. Obtener los valores de x tales que x3+ 64 =0

Ej. 10. Efectuar la siguiente operacion:
2cis60°

=D ==
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Forma exponencial (Euler) de un nGmero complejo

En el siglo XVIII el matemdtico suizo Leonard Euler, establecio
la siguiente relacion:

0

e’ = cos O + isenB

ZSiZ=rcis®f=>Z=re® con0 <0< 2n

Operaciones con nUmeros complejos exponenciales
SiZ, =re*tyZ, =nrefi, entonces:
Multiplicacién: Z,Z, = ryrye(@+h)i

.z 8
Division: -t = ryrye @Bl
2

Potencia enésima: Z," = r;" e

o+ 2kTe

Raiz enésima: r{/Z_1 = 3, e( n )icon k=0,1,2, ..., (n-1)

Ej. 11. Dados los siguientes nUmeros complejos:
T, i i 47T,
Z, =V3e?', Z,=e™, Z;=8e3, 7Z,=5e3"

Realizar las siguientes operaciones:
O) lez =

Z
b) = =

72

2

c) (Z3)3 =

Z1+7Z,

d ===

Ej. 11. Representar en el diagrama de Argand las soluciones
de la ecuacion:

4i=47
3
74

= 2

Leonard Euler
1707-1883

Matemdtico suizo quien en
el terreno del dlgebra
obtuvo resultados
destacados, como el de la
reducciéon de una ecuacion
cUbica a una bicuadrada y
el de la determinacion de la
constante que lleva su
nombre.

Las facultades que desde
temprana edad demostrd
para las matemdaticas
pronto le ganaron la estima
del patriarca de los Bernoulli,
Johann, uno de los mas
eminentes matemdticos de
su tiempo y profesor de Euler
en la Universidad de Basilea.

Alo largo de sus
innumerables publicaciones
infrodujo gran numero de
nuevas técnicas y
contribuyd sustancialmente
a la moderna notaciéon

matemdtica de conceptos
como funciéon y la expresion

del nUmero imaginario “i
(raiz de menos uno).

Leonard Euler
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Ejercicios propuestos.

1. Determinar los valores de X, Y € R, tal que.

TT. TT.
(X — 2i)cis180° + (2 + Yi)e?' = 4e2"

2. Obtenerlos valores de X € Cy representarlos graficamente en el plano de Argand.
3 _ _  2Z
X2 +7; 73 +——=10

AYA!
Donde:
Z, =2cis225°
TT.
Zz = \/Eezl

Z3 = 2cis540°

Un poco de humor

TENEMOS HOMBRES DE
PRINCC\Ap:oOs 4 L@?Jé%ApQUE
DEL PRINC|PIO o
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