Capitulo

NUmeros Reales

Objetivo

El alumno aplicard las propiedades de los nUmeros reales y
sUs subconjuntos, para demostrar algunas proposiciones
por medio del método de induccidon matemdatica y para
resolver inecuaciones.

Tema Contenido

2.1 El conjunto de los nUmeros naturales: Concepto
intuitivo de nUmero natural. Definicién del conjunto
de los nUmeros naturales mediante los postulados
de Peano. Definicién y propiedades: adicién,
multiplicaciéon y orden en los nUmeros naturales.
Demostracion por Induccion Matemdtica.

2.2 El conjunto de los nUmeros enteros: Definicion a
partir de los nUmeros naturales. Definicion y
propiedades: igualdad, adicion, multiplicacion y
orden en los enteros. Representacion de los
numeros enteros en la recta numérica.

2.3. El conjunto de los nUmeros racionales: Definicion a
partir de los nUmeros enteros. Definicion y
propiedades: igualdad, adicion, multiplicacion y
orden en los racionales. Expresidn decimal de un
numero racional. Algoritmo de la division en los
enteros. Densidad de los numeros racionales y
representacién de éstos en la recta numérica.

2.4. El conjunto de los nUmeros reales: Existencia de
nUumeros irracionales (algebraicos y
trascendentes). Definicion del conjunto de los
numeros reales; representacion de los nUmeros
reales en la recta numérica. Propiedades: adicion,
multiplicacién y orden en los reales. Completitud
de los reales. Definicidon y propiedades del valor
absoluto. Resolucion de desigualdades e
inecuaciones.
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CAPITULO 2 _
Giuseppe Peano

NUmeros Reales 1858-1932

Apuntes de Clase,

Fue un matemadtico, légico y

filosofo italiano, conocido por
sus conftribuciones a la logica
matematica y la teoria de

M.l. José Francisco Salgado Rodriguez

Método constructivo (N - Z - Q - R) numeros. Peano publicé mds
Estudio de los de doscientos libros y articulos,
numeros reales la mayoria en matematicas.

La mayor parte de su vida la

Enfoque axiomdatico e 4 !
dedico a ensenar en Turin.

Los axiomas de Peano o
postulados de Peano son un
sistemna de axiomas de
segundo orden para la
aritmética ideados por el
matemdadtico Giuseppe Peano
en el siglo XIX, para definir los
nUumeros naturales.

2.1. NuUmeros naturales (N)

El conjunto de los nUmeros naturales (N) es tal que:

1) 1eN

2) Para cada n 3 un Unico n* € N, llamado el siguiente de n

3) Para cada n € N se fiene que n*#1

4)Sim,n e Ny m*=n*entoncesm=n

5) Todo subconjunto S de N, que tenga las propiedades:
a)l1es
b) k € S, implica que k* € S

Es el mismo subconjunto N. (Principio de induccion)

Operaciones con nUmeros Naturales

Adiciénen N

Definicién: Para dos niUmeros ny m € N, se tiene que:
I)n+1=n*

2)n+m*=(n+m)*

Multiplicaciéon en N

Definicién: Para dos nUmeros ny m € N, se tiene que:
I)n-1=n

2)n-m*=(nm)+n Giuseppe Peano
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Propiedades de la adicion y multiplicacion en N

I)m+n €N m-n €N — Cerradura
2m+ (n+p)=(m+n)+p m(np)=(mn)p — Asociatividad
JJm+n=n+m m-n=n-m — Conmutatividad
4)Sim+p=n+p > m=n Simp=np »> m=n - Cancelacién
5) mn+p)=mn+mp — Distributiva

Induccion matematica

Sirve para demostrar la validez de cualquier enunciado relativo a N, basdndose en el quinto
postulado de Peano. Se estudiardn ejercicios de sumatorias, multiplicacién y divisibilidad.

Tipo 1, sumatoria

3 )
31432433 4. 43"=-(3"—-1); Vn €N

. {x|x=2n-1,NneEN}->1+4+3+5+7+...+2n-1=n2; VNEN
2. P+22+3°+-+n=n(n+1)% Vn €N
3. 246+12+-+n(+1) = -n(n+1(n+2); ¥n €N
2 2 2 2 2n
4, ﬁ+ﬁ+%+...+n(n+l)_ o1 Vn EN
5. 22442 467 4 - 4 (2n)% = 2EVEWD g N
6.

Tipo 2, multiplicacion

Lo(a+3)(1+3)(143)(143)..(1+3) =n+1; vn eN

2 (-)0-DE-D6-2)- 07D =2 va 22

Tipo 3, multiplicacion

240 _ 1 es divisible entre 15; Vn €N

6" — 1 es divisible entre 5; Vn € N

22" 4 5 es divisible entre 3; Vn € N

7(16" 1) + 3 es divisible entre 5; Vn € N

10™*1 4+ 3(10™) + 5 es divisible entre 9; Vn € N

S
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Orden en los naturales

Ley de la tricotomia

Simyn €N, entonces se verifica una y sélo una de las siguientes proposiciones:
I)n<m

2)n=m

3)n>m

Teorema: Paratodam,nyp €N:
I)Jm<n-m+p<n+p
2lm<n-mp<np
JJm<nyn<p-m<p

2.2. NUmeros enteros (Z)
Dados dos niUmeros naturales ny m, si:

N+X=mM->Xx=m-n
Se pueden presentar fres casos:
I)m>n-> xeN
2lm=n-> x=0;X€EZ
3Jm<n-> xX<0;X€EZ

Definiciéon
Z={x|x=m-n;conm,nxeN}

Propiedades de la adicion y multiplicacion en Z

I)m+n €Z m-n €Z — Cerradura

2m+ (n+p)=(mMm+n)+p m((np)=(mn)p — Asociatividad
JJm+n=n+m m-n=n-m — Conmutatividad
4)Sim+p=n+p - m=n Simp=np »> m=n - Cancelacién
S5im+0=m m-1=m — Elementos idénticos
6)m+(-m)=0 — Elementos inversos
7) mn+p)=mn+mp — Distributiva

Orden en los enteros

Teorema: Parafodam,ny p € Z:
I)m<n-m+p<n+p
2lm<n->Sip>0: mp<np
->Sip<0: mp>np
JJm<nyn<p-m<p
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2.3. NUmeros racionales (Q)

Dados dos numeros enteros a 'y b, si:

" a
X=a->X=T"

b
Se pueden presentar fres casos:
1) besfactorde a—-xeN
2) b NO es factorde a,conb#0->x€Q

a
3)b=0ya=+0: B — 00
a
b=0ya=0: E es indeterminado
Definicion
a

Q={x| ng;cono,beZyb;tO}
Propiedades de la adicion y multiplicacion en Q
I)m+n eQ m-n €Q — Cerradura
2lm+ (n+p)=(M+n)+p m(np)=(mn)p - Asociatividad
3Jm+n=n+m m-n=n-m — Conmutatividad
4)Sim+p=n+p - m=n Simp=np - m=n - Cancelacién
S5m+0=m m-1=m - Elementos idénticos
6)m+(-m)=0 m (1/m) =1 — Elementos inversos
7) mMn+p)=mn+mp — Distributiva

Operaciones sobre nUmeros racionales

s T.a_l_c_adibc
umoyreso.b_d— bd
Mulfti Ii(:(:t(:i(’)r1'2'£=E

P ‘b d_ bd
Divisic a , c_ ad
ivision: 574 be

Teorema. Todo numero racional tiene una expresidon decimal periddica.

Algoritmo de la division para los nOmeros enteros

Dados dos niUmeros enteros ay b con b >0, existen dos enteros gy r, con0 r<Db, tal que:
a=bqg+r
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Ej. Determinar los valores de ay b € Z, tal que:

1 %: 0.8333...

2 %: 1.8333 ...
3. £=05555..
4 %: 0.3636....
5, %: 1.4066 ...

6. £=07333..

7 %: 0.825

8. £=0999..

9. ©=01875
10.%::1772727".

NUmeros Irracionales (Q’)

Se clasifican en: Algebraicos (raices: V2, 3, etc.) y frascendentes (11, e, In(x), etc.).
Nota: Los nUmeros irracionales son expresiones decimales no peridédicas.

Al hacer uso del teorema sobre la “Densidad de los nUmeros racionales”, pareceria que los nUmeros
racionales cubren por completo la recta numérica, pero esto no es asi.

A partir de proyecciones geométricas como la que se muestra a continuacion sabemos que existen
otros nUmeros llamados irracionales (Q'), que ocupan espacios en la recta numérica.

NUmeros Reales (R)

Los numeros reales quedan definidos como la unién de racionales e irracionales, es decir:

R=QU Q’

Orden en los reales

Teorema: Paratfodam,ny p € R:
I)Jm<n-m+p<n+p
2)m<n->Sip>0: mp<np
->Sip<0: mp>np
JJm<nyn<p-m<p
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Valor absoluto y sus propiedades
Definicién. Sea x un nUmero real, el valor absoluto de x (| x| ), se define como:
X, six=0
|x| =
-X, Six<0
Las propiedades mds importantes del valor absoluto se enuncian en el siguiente teorema:

Teorema. Para todo x, y € R:
i [ x| 20. Ademds |x| =0six=0
i Ixyl = Ix| [yl
i, [x+y| = [x|+ |y|
Teorema. Seaa e Rcona=0; V x € R se fiene que:
|X] o © -asx<a

De manera general para cualquier expresion p en términos de x:

p>ao (Desigualdad 1)
lp| >a
p <-a (Desigualdad 2)

La solucién general de la desigualdad con valor absoluto, cuando el valor absoluto mayor que el
escalar, serd igual a la Unién de desigualdades que resultan de aplicar el teorema

p<a (Desigualdad 1)
lp| <a
p > - a (Desigualdad 2)

La solucién general de la desigualdad con valor absoluto, cuando el valor absoluto menor que el
escalar, serd igual a la Interseccién de desigualdades que resultan de aplicar el teorema.
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Desigualdades o inecuaciones

Se resuelven tomando como base el feorema de “Orden en los Reales”.

Ej. Determinar los valores x € R, tal que:

—345X > —2X+11 ;
~+3X < —4X+3

X_
21~ 5conX# —2 c
X+2

2X-3 1
< -conX#* -2 ;
X+2 3

§< 5conX#0 ;

3X+8 <2conX+4 ;
X—4

X2-X-2>0 ;

(3X+2)? < X(X—16);
(BX—-1)(2X+4)>BX-1)X+5);
10.3+[X—-2|>4;
11.2[X-3|-3>-Z|X-3|-2;

12. X2 —16] >0 ;
13.—3X—-2| > -2 ;

14. 14X — 1] < |2 =X|;

15,13 —2X| < 2+ X|;

SE e Dr s B b =

o

Un poco de humor

UNA COSA ES UN PAIS
INDEPENDIENTE Y OTRA
UN PAIS IN THE PENDIENTE

Cualqguier parecido con la realidad, es mera coincidencia
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